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Prendere decisioni per un Prendere decisioni per un 
campione singolo campione singolo 
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Inferenza statisticaInferenza statistica

L’inferenza statistica può essere suddivisa in due aree principali:
• La stima dei parametri di interesse
• La verifica delle ipotesi formulate

Il campo dell’inferenza statistica riguarda i metodi utilizzati per 
prendere decisioni o trarre conclusioni riguardo una popolazione.

Questi metodi utilizzano le informazioni ricavate da un campione
della popolazione.
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Relazione tra una popolazione Relazione tra una popolazione 
ed un campioneed un campione

campione

popolazione

Media campionaria
Deviazione standard 
campionaria

Istogramma
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Stima puntualeStima puntuale

Una applicazione molto importante della statistica è quella di 
ottenere delle stime puntuali di parametri di interesse, 
quali il valor medio e le varianza di una data popolazione

Definizione:

Una stima puntuale di un parametro θ di una data popolazione è un 
singolo valore numerico di una statistica Θ̂θ̂

(Si ricorda che una statistica è una funzione delle variabili casuali 
in un campione casuale, ad esempio il valor medio, la varianza, lo 
scarto quadratico medio…).
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Esempi di stimatoriEsempi di stimatori
Parametro 

ignoto Statistica
Stimatore
puntuale

θ̂Θ̂θ
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Stimatori non polarizzatiStimatori non polarizzati

Lo stimatore puntuale     è uno stimatore non polarizzato per il 
parametro θ se

Se invece uno stimatore è polarizzato, allora la differenza

è chiamata polarizzazione (bias) dello stimatore 

Θ̂

Definizione

Θ̂

( ) θΘ =ˆE

( ) 0ˆ ≠−θΘE
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Esempio di stimatore non Esempio di stimatore non 
polarizzato: la media campionariapolarizzato: la media campionaria

Sia X una variabile casuale con valor medio μ e varianza σ 2. 
Sia X1, X2, …, Xn un campione casuale di dimensione n della 
popolazione X.
La media campionaria 

è uno stimatore non polarizzato del valor medio μ, in quanto

∑
=

=
+++

=
n

i
i

n X
nn

XXXX
1

21 1...

( ) ( ) μμ ===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

= ∑∑
==

n

i

n

i
i

n

n
XE

nn
XXXEXE

11

21 11...

L’operatore E è lineare E(Xi) = μ
(valore atteso e somma finita 

si possono scambiare)
(Il valore atteso di qualunque 
elemento del campione è μ )
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Esempio di stimatore non Esempio di stimatore non 
polarizzato: la varianza campionariapolarizzato: la varianza campionaria

Sia X una variabile casuale con valor medio μ e varianza σ 2. 
Sia X1, X2, …, Xn un campione casuale di dimensione n della 
popolazione X.

La varianza campionaria 

è uno stimatore non polarizzato della varianza della popolazione
σ 2, in quanto
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Esempio di stimatore non Esempio di stimatore non 
polarizzato: la varianza campionariapolarizzato: la varianza campionaria

Vedi prossimo lucido

L’operatore E è lineare

( ) 222 σμ +=iXE

( )
n

XE
2

22 σμ +=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
= ∑

=

n

i
i XnX

n
Xs

1

222

1
1)(

Ricordiamo che:
DIM.



11

Dimostrazione passaggioDimostrazione passaggio
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Scelta tra stimatoriScelta tra stimatori

A volte si hanno a disposizione più stimatori di una stessa grandezza, 
che potrebbero tutti essere non polarizzati.
Ad esempio consideriamo il valor medio di una popolazione:
sia il valor medio campionario che un singolo campione sono 
stimatori non polarizzati, in quanto il loro valore atteso è il valor 
medio della popolazione:

( ) ( ) μ== XEXE i

È quindi necessario un metodo per la scelta dello stimatore migliore.
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Scelta tra stimatoriScelta tra stimatori

Supponiamo di avere 2 stimatori      e      con le seguenti distribuzioni 
di probabilità:

Evidentemente sceglieremmo        come stimatore migliore, dato che 
presenta una dispersione minore ed è quindi più preciso.

1Θ̂ 2Θ̂

1Θ̂
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Scelta tra stimatoriScelta tra stimatori

L’errore quadratico medio (MSE mean square error) di uno stimatore
di un parametro θ è definito come

L’errore quadratico medio può anche essere riscritto come:

Θ̂

Definizione

( ) ( )2ˆˆMSE θΘΘ −= E
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( ) ( )2
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DimostrazioneDimostrazione
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N.B: θ e          sono costanti e quindi possono essere tirate fuori 
dall’operatore E. In quanto lineare E(cx)=cE(x).

( )Θ̂E
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Efficienza relativa di stimatoriEfficienza relativa di stimatori

Siano     e      due stimatori dello stesso parametro θ, e siano 
e                  i rispettivi errori quadratici medi.
Allora l’efficienza relativa di       rispetto a        è definita come 

Se l’efficienza relativa è minore di 1 possiamo concludere che       è uno 
stimatore di θ più efficiente di       , nel senso che ha un minore errore 
quadratico medio.

1Θ̂

Definizione

( )1
ˆMSEΘ2Θ̂

( )2
ˆMSEΘ

1Θ̂ 2Θ̂

( )
( )2

1
ˆMSE

ˆMSErelativa Efficienza
Θ
Θ

=

1Θ̂
2Θ̂
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Esempio: efficienza relativa della Esempio: efficienza relativa della 
media campionaria rispetto al media campionaria rispetto al 

singolo campionesingolo campione
Consideriamo ancora la stima del valor medio μ di una popolazione.
Abbiamo già visto che sia la media campionaria (            ) sia il 
singolo campione (              ) sono stimatori non polarizzati di μ, 
quindi il loro errore quadratico medio è pari alla loro varianza.
L’efficienza relativa di Xi rispetto a       vale 

Dato che 1/n < 1, possiamo concludere che la media campionaria la media campionaria èè
uno stimatore di uno stimatore di μμ migliore del singolo campionemigliore del singolo campione, e la bontà della 
stima cresce all’aumentare del numero n di campioni presi.

X=1Θ̂

( )
( ) n

n 1
ˆMSE

ˆMSErelativa Efficienza 2

2

2

1 ===
σ
σ

Θ
Θ
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Errore standard di uno Errore standard di uno 
stimatorestimatore

La varianza di uno stimatore          è la varianza della distribuzione 
campionaria di      (che è la sua distribuzione di probabilità).
L’errore standard di uno stimatore è la deviazione standard della sua 
distribuzione campionaria.

Se l’errore standard coinvolge parametri ignoti, che si possono però 
stimare, viene definito errore standard stimato.

LL’’errore standard errore standard èè una misura della una misura della precisione dello stimatoreprecisione dello stimatore..

Definizione

( )Θ̂V
Θ̂

( )Θ̂standard errore V=
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Test di ipotesiTest di ipotesi
Molti problemi ingegneristici richiedono di valutare la validità di 
ipotesi formulate, facendo in modo che la probabilità di fornire un 
giudizio errato sia entro limiti definiti.

Definizione:

Un’ipotesi statistica è un’affermazione riguardo i parametri di una o 
più popolazioni.

Tipicamente l’ipotesi da verificare (o da smentire) è detta ipotesi nulla, 
che si contrappone all’ipotesi alternativa.
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LL’’ipotesi nullaipotesi nulla
Lo scopo del ricercatore è stabilire se vi sono abbastanza evidenze
per giungere alla conclusione che l’ipotesi nulla sia falsa, potendo 
stimare la probabilità di sbagliare giudizio, sia in un verso che 
nell’altro.
È importante ricordare che l’ipotesi riguarda un parametro di 
una popolazione, non un singolo campione.

Esempi di ipotesi nulla:
•Il peso di un pacchetto di biscotti è 400 g
•La velocità massima di un determinato modello di automobile è
pari a 180 km/h

•Il tempo di vita medio di una lampadina a incandescenza è 2000 h
•La precisione di un valore resistenza è il 10%
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LL’’ipotesi nulla e lipotesi nulla e l’’ipotesi ipotesi 
alternativa: notazionealternativa: notazione

Tipicamente l’ipotesi nulla è indicata con H0 ,
mentre l’ipotesi alternativa è indicata con H1.
L’ipotesi alternativa può comprendere un solo lato o entrambi, a 
seconda della situazione: se si intende validare un prodotto, spesso 
le specifiche si considerano non soddisfatte in una sola direzione.

Esempi di notazione:

Il peso di un pacchetto di biscotti è 400 g
H0: μP = 400 g H1: μP < 400 g

La lunghezza di una vite è pari a 20 mm
H0: μL = 20 mm H1: μL ≠ 20 mm

Lo scarto quadratico medio di un valore R di resistenza è il 2%
H0: σR/R = 0.02 H1: σR/R > 0.02
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Esempio di ipotesiEsempio di ipotesi
da verificare (1/3)da verificare (1/3)

Supponiamo di essere interessati allo studio di un propellente solido, 
per il funzionamento dei sistemi di uscita di emergenza di un 
aeroplano.
Il problema consiste nello stimare se la velocità di combustione 
corrisponda a quella dichiarata, pari a 50 cm/s.

In questo caso l’ipotesi nulla è
H0: μ = 50 cm/s

mentre l’ipotesi alternativa è
H1: μ ≠ 50 cm/s
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Esempio di ipotesiEsempio di ipotesi
da verificare (2/3)da verificare (2/3)

Supponiamo di avere a disposizione un campione di 10 prove, che ci 
fornisce la media campionaria delle velocità di combustione     .
Poiché la media campionaria è uno stimatore non polarizzato del 
valor medio della popolazione, intendiamo utilizzarla per verificare 
l’ipotesi.
In questo caso decidiamo di accettare come vera l’ipotesi nulla se 
cade all’interno di una regione, detta regione di accettazione.

X

X

Rifiuto H0 Rifiuto H0Non rifiuto H0
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Esempio di ipotesiEsempio di ipotesi
da verificare (3/3)da verificare (3/3)

La regione di accettazione può essere un dato del problema, oppure 
deve essere stimata secondo criteri probabilistici, dipendenti dallo 
specifico problema.
Supponiamo che in questo caso sia accettabile un valore medio di
velocità di combustione compreso tra 48.5 e 51.5 cm/s.
La regione al di fuori di questi valori è detta regione critica, mentre 
i due valori sono detti valori critici.

Rifiuto H0 Rifiuto H0Non rifiuto H0
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Errore di tipo IErrore di tipo I

Se     cade nella regione critica (quindi al di fuori della regione di 
accettazione) decidiamo di dichiarare falsa l’ipotesi nulla.
Se in questo caso l’ipotesi nulla fosse vera avremmo commesso un 
errore di tipo I (H0 rifiutata quando è vera).

Definizione:

Se si rifiuta l’ipotesi nulla quando è vera
si commette un errore di tipo I

X
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Errore di tipo IIErrore di tipo II

Se     cade nella regione di accettazione decidiamo di non smentire 
l’ipotesi nulla.
Se in questo caso l’ipotesi fosse falsa, avremmo commesso un errore 
di tipo II (H0 accettata quando è falsa).

Definizione:

Se non si rifiuta l’ipotesi nulla quando è falsa
si commette un errore di tipo II

X
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Errori di tipo I e di tipo IIErrori di tipo I e di tipo II
tabellatabella

Nessun erroreErrore di tipo IRifiutare H0

Errore di tipo IINessun erroreNon rifiutare H0

H0 è falsaH0 è veraDecisione



28

Livello di significativitLivello di significativitàà del testdel test
Dato che la nostra decisione è basata su variabili casuali, è possibile 
associare delle probabilità agli errori di tipo I e di tipo II.

La probabilità di commettere un errore di tipo I è denotata dalla 
lettera greca α:

α = P(errore di tipo I) = P(rifiutare H0 quando H0 è vera) 

α è detto anche livello di significatività o dimensione del test.

Nessun erroreErrore di tipo IRifiutare H0

Errore di tipo IINessun erroreNon rifiutare H0

H0 è falsaH0 è veraDecisione
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Calcolo di Calcolo di αα
Nell’esempio precedente si compie un errore di tipo I quando

> 51.5 o      < 48.5, mentre μ = 50 cm/s.
Supponiamo di conoscere la deviazione standard della velocità di 
combustione, σ = 2.5  cm/s, e che ci siano le condizioni per applicare 
il teorema del limite centrale, per cui la distribuzione della media 
campionaria è all’incirca normale, con valor medio μ = 50 e 
deviazione standard                                             .

α = P(     < 48.5, con μ = 50) + P(     > 51.5 , con μ = 50) 

X X

X X

79.010/5.2/ === nX σσ
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Rappresentazione grafica di Rappresentazione grafica di αα
Riportiamo in figura la funzione densità di probabilità normale con
μ = 50 e deviazione standard                                     .
La probabilità α di fare un errore di tipo I è rappresentata 
graficamente dall’area colorata in figura.
(per simmetria l’area di destra  =  area di sinistra = α/2)

79.010/5.2/ === nX σσ
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Calcolo di Calcolo di αα tramite tramite 
standardizzazionestandardizzazione

Per calcolare il valore di α standardizziamo la variabile casuale    , 
ricordando che

dove Z è una variabile casuale normale standard e
Z0 = (X0 - μ) / σ è il valore ottenuto dalla standardizzazione di .

La probabilità è quindi ottenibile utilizzando la tabella di Φ(Z).

)()( 0
0

0 ZZPXXPXXP ≤=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≤
−
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σ

μ
σ
μ

X
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Calcolo di Calcolo di αα tramite tramite 
standardizzazionestandardizzazione

I valori di Z corrispondenti ai valori critici sono:
Z1 = (48.5 – μ) /      = (48.5 – 50) / 0.79 = – 1.90 
Z2 = (51.5 – μ) /      = (51.5 – 50) / 0.79 = + 1.90 
per cui 
α = P(Z < – 1.90 ) + P(Z > 1.90 ) = 0.0288 + 0.0288 = 0.0576

Quindi il 5.76% dei campioni casuali di 10 prove porterebbe a rifiutare 
l’ipotesi nulla anche se vera.

Xσ
Xσ
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Metodi per diminuireMetodi per diminuire
il valore di il valore di αα

Si vede direttamente dal grafico che una prima possibilità per 
diminuire il valore di α è quella di allargare la regione di accettazione.
Se ad esempio scegliessimo come valori critici 48 e 52 otterremmo:

Z1 = (48 – μ) /      =(48 – 50) / 0.79 = –2.53 
Z2 = (52 – μ) /      =(52 – 50) / 0.79 = +2.53 

per cui 

α = P(Z < – 2.53 ) + P(Z > 2.53 ) = 0.0057 + 0.0057 = 0.0114

Quindi, con questi nuovi valori, solo l’ 1.14% dei campioni casuali di 
10 prove porterebbe a rifiutare l’ipotesi nulla anche se vera.

Xσ
Xσ
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Rappresentazione grafica di Rappresentazione grafica di αα
Riportiamo in figura la funzione densità di probabilità normale con
μ = 50 e deviazione standard                                     per 
l’esempio considerato.
La probabilità α di fare un errore di tipo I è rappresentata 
graficamente dall’area colorata in figura.

79.010/5.2/ === nX σσ

α/2 = 0.0057 α/2 = 0.0057

48 52
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Metodi per diminuireMetodi per diminuire
il valore di il valore di αα

Un altro metodo per diminuire la probabilità di errore di tipo I è quello 
di aumentare la dimensione del campione.
Se scegliamo n=16 invece di n=10, mantenendo la stessa deviazione 
standard campionaria, otteniamo una deviazione standard

. Ripetiamo quindi i calcoli:

Z1 = (48.5 – μ) /      = (48.5 – 50) / 0.625 = – 2.40 
Z2 = (51.5 – μ) /      = (51.5 – 50) / 0.625 = + 2.40 

per cui 

α = P(Z < – 2.40 ) + P(Z > 2.40 ) = 0.0082 + 0.0082 = 0.0162

Quindi, allargando il campione da 10 a 16 dati siamo passati dal 5.76% 
all’ 1.62% di probabilità di errore di tipo I.

Xσ
Xσ

625.016/5.2/ === nX σσ
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ProbabilitProbabilitàà di errore di tipo IIdi errore di tipo II
Nella valutazione di una procedura di test di ipotesi è anche 
importante stimare la probabilità di commettere un errore di tipo II.
Questa probabilità è usualmente denotata con la lettera greca β:

β = P(errore di tipo II) = P(non rifiutare H0 quando H0 è falsa)

Nessun erroreErrore di tipo IRifiutare H0

Errore di tipo IINessun erroreNon rifiutare H0

H0 è falsaH0 è veraDecisione
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Calcolo di Calcolo di ββ

Per calcolare β è necessario specificare esattamente l’ipotesi 
alternativa H1.
Nell’esempio considerato, supponiamo che sia importante rifiutare 
l’ipotesi nulla se la velocità media di combustione è maggiore di 
52 cm/s o è minore di 48 cm/s.
Calcoliamo quindi la probabilità β di errore di tipo II nel caso di 
μ=52, che sarà uguale al caso di μ=48 per simmetria. 
Per μ >52 o μ <48 β andrebbe ricalcolato, comunque è sicuramente 
inferiore al caso di μ=52.
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Calcolo di Calcolo di ββ
Vogliamo quindi calcolare la probabilità di accettare l’ipotesi nulla 
H0: μ = 50 cm/s nel caso che il valor medio reale sia μ = 52 cm/s.
Visto che accettiamo l’ipotesi nulla nel caso in cui    
la probabilità di compiere un errore di tipo II vale:

)52 quando  5.515.48( =≤≤= μβ XP

Riportiamo in figura le 
PDF di      per il caso in 
cui μ = 50 cm/s  e nel 
caso μ = 52 cm/s.
β è pari all’area colorata.

5.515.48 ≤≤ X

X
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Calcolo di Calcolo di ββ tramite tramite 
standardizzazionestandardizzazione

Per il calcolo numerico di β ricorriamo ancora alla standardizzazione 
della variabile    . I valori di Z corrispondenti a 48.5 e 51.5 sono:
Z1 = (48.5 – μ) /      = (48.5 – 52) / 0.79 = – 4.43
Z2 = (51.5 – μ) /      = (51.5 – 52) / 0.79 = – 0.63 
per cui 

2643.0000.02643.0
)43.4()63.0(

)63.043.4(
)52 quando  5.515.48(

=−=
=−<−−≤=

=−≤≤−=
==≤≤=

ZPZP
ZP

XP μβ

X
Xσ
Xσ

Quindi la probabilità di accettare l’ipotesi 
nulla quando μ = 52 cm/s avendo preso un 
campione di 10 dati è il 26.43%.
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ProbabilitProbabilitàà di un di un 
errore di tipo IIerrore di tipo II

Ad esempio valutiamola nel 
caso di μ = 50.5 cm/s.

In figura β è pari all’area 
colorata.

La probabilità di fare un errore di tipo II cresce rapidamente con 
l’avvicinarsi del valore reale di μ al valore ipotizzato.
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Calcolo di Calcolo di ββ tramite tramite 
standardizzazionestandardizzazione

Anche in questo caso ricorriamo alla standardizzazione della 
variabile    . I valori di Z corrispondenti a 48.5 e 51.5 sono:
Z1 = (48.5 – μ) /      = (48.5 – 50.5) / 0.79 = – 2.53
Z2 = (51.5 – μ) /      = (51.5 – 50.5) / 0.79 = + 1.27 
per cui 

8923.00057.08980.0
)53.2()27.1(

)27.153.2(
)5.50 quando  5.515.48(

=−=
=−<−≤=

=≤≤−=
==≤≤=

ZPZP
ZP

XP μβ

X
Xσ
Xσ

Quindi la probabilità di accettare 
l’ipotesi nulla quando μ = 50.5 cm/s 
avendo preso un campione di 10 dati 
è l’ 89.23%.
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ProbabilitProbabilitàà di un di un 
errore di tipo IIerrore di tipo II

Ovviamente in gran parte dei casi pratici non è importante 
determinare la probabilità di errore di tipo II per valori reali molto 
vicini al valore ipotizzato (per “molto vicini” si intende valori distanti 
molto meno della deviazione standard della popolazione).

Anche la probabilità di errore di tipo II dipende dalla dimensione del 
campione di dati.
Supponiamo ancora che il valore reale sia μ = 52 cm/s e l’ipotesi 
nulla sia H0: μ = 50 cm/s, e stimiamo β nel caso di n = 16.
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Calcolo di Calcolo di ββ per n=16per n=16

Per il calcolo numerico ricorriamo ancora alla standardizzazione
della variabile    . Se scegliamo n=16 invece di n=10, otteniamo una 
deviazione standard      =σ/√n = 2.5 /√16 = 0.625, quindi:

Z1 = (48.5 – μ) /      = (48.5 – 52) / 0.625 = – 5.60
Z2 = (51.5 – μ) /      = (51.5 – 52) / 0.625 = – 0.80

per cui 

2119.0000.02119.0
)60.5()80.0(

)80.060.5(
)52 quando  5.515.48(
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Calcolo di Calcolo di ββ per n=16per n=16
In questo caso la probabilità è scesa dal 26.43% (per n = 10) al 
21.19% (per n = 16).
Riportiamo in figura la rappresentazione grafica di β



45

Riassunto dei valori calcolatiRiassunto dei valori calcolati
Riportiamo in tabella i valori di probabilità di errore di tipo I e di tipo II 
per i casi considerati (il calcolo dei valori incorniciati è lasciato come 
esercizio).

Nessun erroreErrore di tipo IRifiutare H0

Errore di tipo IINessun erroreNon rifiutare H0

H0 è falsaH0 è veraDecisione
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Potenza di un test statisticoPotenza di un test statistico
Rifiutare l’ipotesi nulla spesso è una decisione impegnativa per 
l’analista, per questo è definita una decisione forte.

Definizione:
La potenza di un test statistico è la probabilità di rifiutare l’ipotesi 
nulla quando questa è falsa.

Potenza = 1 - β

La potenza è un parametro che ci descrive la capacità del test di rivelare 
le differenze della realtà rispetto ad H0. 
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Riepilogo della procedura di Riepilogo della procedura di 
test di ipotesitest di ipotesi

1. Dato il problema, identificare i parametri di interesse
2. Specificare l’ipotesi nulla H0

3. Ricavare una appropriata ipotesi alternativa H1

4. Scegliere un livello di significatività α (prob. errore di tipo I)
5. Preparare un appropriato test statistico
6. Determinare le regioni critiche (quando rifiutare H0)
7. Acquisire i campioni necessari per effettuare il test, sostituire i 

valori nella statistica test e calcolarne il valore
8. Decidere se H0 debba essere rifiutata o meno
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Applicazioni del test di ipotesi:Applicazioni del test di ipotesi:

Test ZTest Z
Test TTest T
Test Test χχ22

stimastima μμ con con σσ 22 notanota
stimastima μμ con con σσ 22 ignotaignota
stimastima σσ 22 con PDF con PDF normalenormale
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Inferenza della media di una Inferenza della media di una 
popolazione, con varianza notapopolazione, con varianza nota

Il test di ipotesi che intende verificare il valor medio μ di una 
popolazione, conoscendo a priori la sua varianza σ2, è detto test Z.

Il test Z può essere “a due lati” o “ad un lato”, a seconda di come sia 
stata definita l’ipotesi alternativa H1.

La metodologia di test è quella descritta in precedenza, la statistica test 
è la statistica Z per un campione di n dati:

con Z variabile casuale normale standard (teorema del limite centrale).

n
XXZ

X /σ
μ

σ
μ −
=

−
=
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Riassunto del test di ipotesi Riassunto del test di ipotesi 
sulla media, a varianza notasulla media, a varianza nota
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Esercizio di test di ipotesi sulla Esercizio di test di ipotesi sulla 
media, a varianza notamedia, a varianza nota

Riprendiamo l’esempio del propellente solido, per il funzionamento 
dei sistemi di uscita di emergenza di un aeroplano.
Il problema consiste nello stimare se la velocità di combustione 
corrisponda a quella dichiarata, pari a 50 cm/s. Conosciamo la 
deviazione standard della velocità, che è σ = 2 cm/s. Lo 
sperimentatore ci ha specificato un livello di significatività α = 0.05.
Con un campione di n = 25 dati abbiamo ottenuto una media 
campionaria      = 51.3 cm/s.
Che conclusioni possiamo trarre?

X
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Esercizio di test di ipotesi sulla Esercizio di test di ipotesi sulla 
media, a varianza notamedia, a varianza nota

Riportiamo per esteso gli 8 passaggi:
1. Il parametro di interesse è la velocità media di combustione μ
2. H0: μ = 50 cm/s
3. H1: μ ≠ 50 cm/s
4. α = 0.05
5. La statistica di test è

6. Rifiutiamo H0 se Z <-1.96 o Z >+1.96. (questo risultato deriva 
direttamente dal punto 4, con Zα/2=1.96 e Z-α/2=-1.96, si veda 
figura nella pagina successiva)

7. Sapendo che     = 51.3 e σ = 2, allora 

8. Conclusione: dato che z0=3.25>1.96, rifiutiamo H0 al livello di 
significatività 0.05: c’è una forte evidenza che l’ipotesi nulla sia 
falsa.

X

n
XXz

X /0 σ
μ

σ
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=
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Rappresentazione graficaRappresentazione grafica
dei valori Zdei valori Zαα/2/2
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Valore PValore P
Definizione:

Il valore P di un test statistico è il più piccolo livello di significatività α
che porterebbe a rifiutare l’ipotesi nulla H0.

Il valore P si può ottenere direttamente dalla statistica di test z0: 
corrisponde al valore di α calcolato esattamente per Z= z0
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Rappresentazione grafica del Rappresentazione grafica del 
valore Pvalore P

Consideriamo l’esempio precedente, in questo caso il valore P
corrisponde all’area colorata in figura.
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Procedura operativaProcedura operativa

Dai dati si ricava il valore P del test, se questo è minore del valore di α
specificato allora si rifiuta H0, altrimenti la si accetta.

Esempio:
nell’esercizio precedente ci veniva richiesto α = 0.05, avevamo trovato 
z0=3.25 e, dato che era un problema “a due lati”, ricaviamo il valore P
come:

essendo P < 0.05, decidiamo di rifiutare H0.
In questo caso avremmo rifiutato H0 per ogni α > 0.0012.

( )[ ] ( )[ ] 0012.025.31212 0 =−=−= ΦΦ zP
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Riassunto dei parametri di un Riassunto dei parametri di un 
test statisticotest statistico

• Significatività = α = P(errore di tipo I) = P(rifiutare H0 mentre in 
realtà è vera) 
A partire dal livello di significatività si decide la regione di 
accettazione (compresa tra -zα/2 e +zα/2) .

• Potenza = 1 - β = P(non commettere errori di tipo II) = P(rifiutare 
H0 se è falsa)

• Valore P = minimo livello di α che porterebbe a rifiutare H0 = 
valore di α che si calcola dai dati in gioco (che poi va confrontato 
con il valore α richiesto). Se P è basso significa che è molto 
probabile che H0 sia falsa.
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Calcolo di Calcolo di ββ
Per calcolare β utilizziamo la procedura descritta in precedenza. 
Calcoliamo quindi la probabilità che la media campionaria     rientri 
nella fascia di accettazione, conoscendo σ 2 della popolazione e 
supponendo che il valore atteso della popolazione sia μ ≠ μ0

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−−⎟
⎠

⎞
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⎛ −=
n
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n
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Dimensione del campione Dimensione del campione 
necessarianecessaria

Calcoliamo il numero n di dati necessario per ottenere i desiderati 
valori di α e di β in queste condizioni.
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zβ

Dimensione del campione Dimensione del campione 
necessarianecessaria

Quindi per un’ipotesi alternativa “a due lati” con livello di 
significatività α, la dimensione n del campione necessaria per 
rivelare una differenza δ tra il valore reale ed il valor medio 
ipotizzato, con una potenza di almeno 1- β, vale:

0μμδ −=
( )

2
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δ
σβα zz
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Dimensione del campione Dimensione del campione 
necessarianecessaria

Allo stesso modo, per un’ipotesi alternativa “a un solo lato”, con 
livello di significatività α, la dimensione n del campione necessaria 
per rivelare una differenza δ tra il valore reale ed il valor medio 
ipotizzato, con una potenza di almeno 1- β vale:

0μμδ −=
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δ
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Grande numero di datiGrande numero di dati

In generale, quando la dimensione del campione è sufficientemente 
ampia (diciamo n > 30), la varianza campionaria s2 approssima bene 
la varianza della popolazione σ 2, per cui è possibile effettuare questo 
stesso test anche senza conoscere σ 2, commettendo comunque un 
errore spesso trascurabile.
Si procede come in precedenza, ma usando la stima s2 al posto del 
valore σ 2.
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Esempi di calcoli del valore P e Esempi di calcoli del valore P e 
della potenza del testdella potenza del test

Per esercizio calcolare i seguenti valori P e le seguenti potenze al 
variare di n, riferendosi all’esempio precedente: stimare se la velocità
di combustione corrisponda a 50 cm/s. Conosciamo la deviazione 
standard della velocità, che è σ = 2 cm/s. Livello di significatività del 
test è α = 0.05 (da cui si ricava la regione di accettazione).
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Intervallo di confidenzaIntervallo di confidenza

Spesso non è importante conoscere la probabilità di un singolo 
valore, ma interessa stimare la probabilità che il valore appartenga 
ad un determinato intervallo.

Definiamo intervallo di confidenza al p% l’intervallo di valori 
entro cui il misurando cadrà con probabilità p% .
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Intervallo di confidenzaIntervallo di confidenza
Se     è la media campionaria di un campione casuale di dimensione 
n preso da una popolazione con varianza σ 2, l’intervallo di 
confidenza del 100(1- α)% attorno al valor medio μ è dato da

dove zα/2 è il punto a percentuale 100α /2 di una distribuzione 
normale standard

X

n
zX

n
zX σμσ αα 2/2/ +≤≤−
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DimostrazioneDimostrazione
Consideriamo la distribuzione di                                
mostrata in figura.

con pochi passaggi otteniamo:
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Relazione tra il test di ipotesi e Relazione tra il test di ipotesi e 
ll’’intervallo di confidenzaintervallo di confidenza

Se [a,b] è un intervallo di confidenza del 100(1-α)%, allora il test di 
ipotesi con livello di significatività α

H0: θ = θ0
H1: θ ≠ θ0

porterà al rifiuto di H0 se e solo se θ0 non appartiene all’intervallo di 
confidenza [a,b]. 
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Test T: inferenza della media di una Test T: inferenza della media di una 
popolazione, con varianza ignotapopolazione, con varianza ignota

Il test di ipotesi che intende verificare il valor medio μ di una 
popolazione, senza conoscere la sua varianza σ 2, è detto test T.

La metodologia di test è la stessa del test Z, ora però la statistica test è
la statistica T per un campione di n dati:

che si ottiene dalla statistica Z sostituendo la varianza σ 2 della 
popolazione con un suo stimatore: la varianza campionaria s2.

ns
XT

/
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Statistica TStatistica T

Supponiamo che X sia una variabile casuale normale con valor medio 
μ e varianza σ 2. 
Sia X1, X2, …, Xn un campione casuale di dimensione n della 
popolazione X. La variabile

ha una distribuzione t con n-1 gradi di libertà.

Per n grande (>30) la distribuzione t tende ad essere gaussiana, per 
cui il calcolo delle probabilità in questo caso si può effettuare come 
nel caso del test Z.
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Distribuzione tDistribuzione t
La PDF di t è:

dove ν è il numero di gradi di libertà, e Γ(m) è la funzione gamma di 
Eulero, definita come

per m ≥ 0, che si riconduce al fattoriale per m intero: Γ(m) = (m-1)!

Il valor medio μt = 0 e la varianza σt
2 = ν /(ν -2) (per ν > 2)

Per ν →∞ la distribuzione t diventa una distribuzione normale standard.
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PDF di alcune distribuzioni tPDF di alcune distribuzioni t
Per valori di ν (numero di gradi di libertà) piccoli è una 
distribuzione più “allargata”.

ν

ν

ν
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Procedura di test di ipotesiProcedura di test di ipotesi
La procedura di test di ipotesi è assolutamente identica a quella 
descritta in precedenza per il test Z, operativamente sostituendo σ con 
s e ricavando i valori di probabilità dalle tabelle dei punti percentuale 
della distribuzione t invece che dalle tabelle della funzione 
cumulativa normale standard.

νν ν
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νν ν νν ν

Tabella dei puntiTabella dei punti--
percentuale della percentuale della 

distribuzione tdistribuzione t

0.4 0.25 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.001 0.0005
1 0.325 1.000 3.078 6.314 12.71 31.82 63.66 127.32 318.29 636.58
2 0.289 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 14.089 22.328 31.600
3 0.277 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 7.453 10.214 12.924
4 0.271 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 5.598 7.173 8.610
5 0.267 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 4.773 5.894 6.869
6 0.265 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 4.317 5.208 5.959
7 0.263 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.029 4.785 5.408
8 0.262 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041
9 0.261 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781
10 0.260 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 3.581 4.144 4.587
11 0.260 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 4.437
12 0.259 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.428 3.930 4.318
13 0.259 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.372 3.852 4.221
14 0.258 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.326 3.787 4.140
15 0.258 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.286 3.733 4.073
16 0.258 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.252 3.686 4.015
17 0.257 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.222 3.646 3.965
18 0.257 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.197 3.610 3.922
19 0.257 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 3.883
20 0.257 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.153 3.552 3.850
21 0.257 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.135 3.527 3.819
22 0.256 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.119 3.505 3.792
23 0.256 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.104 3.485 3.768
24 0.256 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.091 3.467 3.745
25 0.256 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.078 3.450 3.725
26 0.256 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.067 3.435 3.707
27 0.256 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.057 3.421 3.689
28 0.256 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.047 3.408 3.674
29 0.256 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.038 3.396 3.660
30 0.256 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.030 3.385 3.646
40 0.255 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 2.971 3.307 3.551
60 0.254 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 2.915 3.232 3.460

120 0.254 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 2.860 3.160 3.373
inf. 0.253 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 2.807 3.090 3.291
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Interpretazione della tabellaInterpretazione della tabella
Consideriamo un campione di n =22 dati. Il numero di gradi di libertà
vale ν = n-1=21. Vediamo graficamente che cosa significano i dati della 
tabella per probabilità pari a 0.01 e 0.005.
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Intervallo di confidenza con Intervallo di confidenza con 
varianza ignotavarianza ignota

Se      e s sono la media campionaria e la deviazione standard di un 
campione casuale di dimensione n preso da una popolazione con 
varianza ignota σ 2, l’intervallo di confidenza del 100(1- α)% 
attorno al valor medio μ è dato da

dove tα/2,n-1 è il punto a percentuale 100α /2 di una distribuzione t
con n-1 gradi di libertà.
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Test Test χχ22: inferenza della varianza : inferenza della varianza 
di una popolazione normaledi una popolazione normale

Il test di ipotesi che intende verificare la varianza σ 2 di una 
popolazione è detto test χ2.

Sia X1, X2, …, Xn un campione casuale di dimensione n della 
popolazione normale X. Per verificare le ipotesi

H0: σ 2 = σ0
2

H1: σ 2 ≠ σ0
2

utilizziamo la seguente statistica di test:
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Distribuzione Distribuzione χχ22

Sia X1, X2, …, Xn un campione casuale di dimensione n di una 
popolazione normale X, con valor medio μ e varianza σ 2 ignoti. Sia 
s2 la sua varianza campionaria. La variabile

ha una distribuzione χ2 con n-1 gradi di libertà, abbreviata in χ2
n-1.

In generale la sua PDF vale: 

dove ν è il numero di gradi di libertà, e Γ(m) è la funzione gamma di 
Eulero.
Il valor medio vale μχ = ν e la varianza σχ

2 = 2ν
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PDF della PDF della distribuzione distribuzione χχ22

ν =2

ν =5

ν =10
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Tabella dei puntiTabella dei punti--
percentuale della percentuale della 
distribuzione distribuzione χχ22
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probabilità α

Valori di 
χ2

α,ν

0,995 0,990 0,975 0,950 0,900 0,500 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 0,45 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 0,01 0,02 0,05 0,10 0,21 1,39 4,61 5,99 7,38 9,21 10,60
3 0,07 0,11 0,22 0,35 0,58 2,37 6,25 7,81 9,35 11,34 12,84
4 0,21 0,30 0,48 0,71 1,06 3,36 7,78 9,49 11,14 13,28 14,86
5 0,41 0,55 0,83 1,15 1,61 4,35 9,24 11,07 12,83 15,09 16,75
6 0,68 0,87 1,24 1,64 2,20 5,35 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55
7 0,99 1,24 1,69 2,17 2,83 6,35 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28
8 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 7,34 13,36 15,51 17,53 20,09 21,95
9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 8,34 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59
10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 9,34 15,99 18,31 20,48 23,21 25,19
11 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 10,34 17,28 19,68 21,92 24,73 26,76
12 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 11,34 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30
13 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 12,34 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82
14 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 13,34 21,06 23,68 26,12 29,14 31,32
15 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 14,34 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80
16 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 15,34 23,54 26,30 28,85 32,00 34,27
17 5,70 6,41 7,56 8,67 10,09 16,34 24,77 27,59 30,19 33,41 35,72
18 6,26 7,01 8,23 9,39 10,86 17,34 25,99 28,87 31,53 34,81 37,16
19 6,84 7,63 8,91 10,12 11,65 18,34 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58
20 7,43 8,26 9,59 10,85 12,44 19,34 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00
21 8,03 8,90 10,28 11,59 13,24 20,34 29,62 32,67 35,48 38,93 41,40
22 8,64 9,54 10,98 12,34 14,04 21,34 30,81 33,92 36,78 40,29 42,80
23 9,26 10,20 11,69 13,09 14,85 22,34 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18
24 9,89 10,86 12,40 13,85 15,66 23,34 33,20 36,42 39,36 42,98 45,56
25 10,52 11,52 13,12 14,61 16,47 24,34 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93
26 11,16 12,20 13,84 15,38 17,29 25,34 35,56 38,89 41,92 45,64 48,29
27 11,81 12,88 14,57 16,15 18,11 26,34 36,74 40,11 43,19 46,96 49,65
28 12,46 13,56 15,31 16,93 18,94 27,34 37,92 41,34 44,46 48,28 50,99
29 13,12 14,26 16,05 17,71 19,77 28,34 39,09 42,56 45,72 49,59 52,34
30 13,79 14,95 16,79 18,49 20,60 29,34 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67
40 20,71 22,16 24,43 26,51 29,05 39,34 51,81 55,76 59,34 63,69 66,77
50 27,99 29,71 32,36 34,76 37,69 49,33 63,17 67,50 71,42 76,15 79,49
60 35,53 37,48 40,48 43,19 46,46 59,33 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95
70 43,28 45,44 48,76 51,74 55,33 69,33 85,53 90,53 95,02 100,43 104,21
80 51,17 53,54 57,15 60,39 64,28 79,33 96,58 101,88 106,63 112,33 116,32
90 59,20 61,75 65,65 69,13 73,29 89,33 107,57 113,15 118,14 124,12 128,30
100 67,33 70,06 74,22 77,93 82,36 99,33 118,50 124,34 129,56 135,81 140,17
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Riassunto del test Riassunto del test χχ22
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Esercizio Esercizio -- test test χχ22

Per riempire delle bottiglie di detersivo viene utilizzata una macchina 
automatica. Si misura un campione di 20 bottiglie che fornisce una 
varianza campionaria del volume riempito pari a s2 = 0.0153 (ml)2. 
Se la varianza di riempimento superasse gli 0.01 (ml)2 troppe 
bottiglie sarebbero riempite male e bisognerebbe revisionare il 
meccanismo automatico.
C’è sufficiente evidenza di un problema nel meccanismo di 
riempimento? 
Si utilizzi un livello di significatività del test α = 0.05 e si assuma 
che il volume del liquido abbia una distribuzione gaussiana.
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Soluzione Soluzione -- test test χχ22

1. Il parametro di interesse è la varianza della popolazione σ 2 

2. H0: σ 2 = 0.01 (ml)2

3. H1: σ 2 > 0.01 (ml)2

4. α = 0.05
5. La statistica di test è

6. Rifiutiamo H0 se X0
2 > χ2

0.05, 19 = 30.14 (vedi tabella)

7. Calcolo:

8. Conclusione: dato che X0
2 < χ2

0.05, 19 , non c’è abbastanza 
evidenza che la varianza di riempimento superi gli 0.01 (ml)2, 
con livello di significatività 0.05.  (L’ipotesi nulla non è rifiutata).

2
0

2
2
0

)1(
σ

snX −
=

07.29
01.0
0153.0192

0 =
⋅
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Inferenza della proporzione di Inferenza della proporzione di 
una popolazioneuna popolazione

È spesso importante determinare il valore della probabilità di un 
avvenimento, oppure della percentuale di “successi”.
Dato un campione di n dati, lo stimatore della percentuale p è il numero 
X di successi diviso per il numero totale di dati: 
Si può notare che n e p sono i parametri di una distribuzione binomiale, 
inoltre sappiamo che la distribuzione campionaria di      è ben 
approssimata da una distribuzione normale se np e n(1-p) sono 
entrambi maggiori di 5. 

Il valor medio di      vale np/n = p
e la sua varianza vale np(1-p)/n2=p(1-p)/n
(si ricordi la formula di composizione dei valori medi e delle varianze)

nXP /ˆ =

P̂

P̂
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Inferenza della proporzione di Inferenza della proporzione di 
una popolazioneuna popolazione

Consideriamo le ipotesi

H0: p = p0
H1: p ≠ p0

utilizziamo la seguente statistica di test:

che segue una statistica all’incirca normale standard.

A questo punto la procedura di test è esattamente identica a quella del 
test Z.

)1( 00

0

pnp
npXZo −

−
=
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Inferenza della proporzione di Inferenza della proporzione di 
una popolazioneuna popolazione
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Esercizio Esercizio -- test test di proporzionidi proporzioni

Un produttore di componenti elettronici costruisce controllori digitali 
per automobili. Il cliente richiede che la probabilità di componenti 
difettosi sia inferiore al 5% e che il produttore dimostri di avere 
questa affidabilità con un livello di significatività α = 0.05.
Il costruttore decide quindi di misurare un campione di 200 
dispositivi, trovandone 4 difettosi.
Può il costruttore assicurare la richiesta affidabilità dei componenti?
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Soluzione Soluzione -- test test di proporzionidi proporzioni
1. Il parametro di interesse è la percentuale di componenti difettosi
2. H0: p = 0.05 
3. H1: p < 0.05 
4. α = 0.05
5. La statistica di test è

dove X = 4, n = 200 e p0 = 0.05.
6. Rifiutiamo H0 se Z0 < -Z0.05 = -1.645 (vedi tabella)

7. Calcolo:

8. Conclusione: dato che Z0 < -Z0.05 rifiutiamo  e concludiamo che la 
percentuale di componenti difettosi è inferiore al 5%.
Il valore P per questo test è P = 0.0256, che è infatti inferiore ad α.
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